
Óðàâíåíèå Ïåëëÿ

Ïóñòü äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëîm, íå ÿâëÿþùååñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì. Óðàâ-

íåíèåì Ïåëëÿ íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå x2−my2 = 1. Ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ,

îòëè÷íûå îò òðèâèàëüíûõ ðåøåíèé (±1, 0). Ïàðó (x, y) ∈ Z2 îòîæäåñòâèì ñ

òî÷êîé íà ïëîñêîñòè R2 è ÷èñëîì x+
√
my ∈ Z[

√
m]. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñ-

ëà n ðàññìîòðèì ôèãóðó ℓn, çàäàííóþ óðàâíåíèåì x2 − my2 = n. ßñíî, ÷òî
âñå ℓn, n ̸= 0, � ãèïåðáîëû, à ℓ0 � ïàðà îáùèõ àñèìïòîò ýòèõ ãèïåðáîë.

1. Âûáåðåì íà ℓn ïàðó ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò òî÷åê.

Äîêàæèòå, ÷òî íà ℓ−n ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ïàðó ñèììåòðè÷íûõ îòíîñè-

òåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò òî÷åê, ÷òî âñå ÷åòûðå âûáðàííûå òî÷êè � âåð-

øèíû ïàðàëëåëîãðàììà ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ℓ0, è, áîëåå òîãî,

ïëîùàäü ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà çàâèñèò òîëüêî îò n.
2. Îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêè, êàê íà ãèïåðáîëå ℓn, n ̸= 0, äåéñòâóåò óìíîæåíèå

íà ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå. Îòâåòüòå íà ýòîò âîïðîñ äëÿ ïàðû àñèìïòîò ℓ0.
3. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ (åñëè îíè åñòü) ïîëó÷àþòñÿ

ìíîãîêðàòíûì óìíîæåíèåì íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ íà ñåáÿ.
4. Ïóñòü íà ãèïåðáîëå ℓn ëåæàò õîòÿ áû |n|2 + 1 öåëûõ òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî

óðàâíåíèå Ïåëëÿ èìååò ðåøåíèå.
5. Äîêàæèòå, ÷òî íà íåêîòîðîé ãèïåðáîëå ℓn ëåæèò áåñêîíå÷íî öåëûõ òî÷åê.
6. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k + 1, à d2 ≡ −1 (mod p). Äîêàæèòå, ÷òî

÷èñëî p ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

ðàññìîòðåâ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ðåø¼òêó ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè

(1, 0), (dp , 1) è ýëëèïñ, çàäàííûé óðàâíåíèåì px2 + y2

p = 1.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà x, y ∈ Z⩾0 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ x2−nxy+y2 = 1,
n ∈ Z, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x è y � ñîñåäíèå ÷èñëà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè, çàäàííîé ñîîòíîøåíèÿìè a0 = 0, a1 = 1 è ak+1 = mak − ak−1.
8. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n òàêèõ, ÷òî n4 äåëèòñÿ õîòÿ

áû íà îäíî èç ÷èñåë n2+1, n2+2, . . . , n2+2n. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà S áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë êàæäîãî èç âèäîâ 7m, 7m+1, 7m+2,
7m+5, 7m+6 è íåò íè îäíîãî ÷èñëà âèäà 7m+3 è 7m+4, ãäå m � öåëîå.

9. Äàíû öåëûå ÷èñëà x è y = 2 + 2
√
28x2 + 1. Äîêàæèòå, ÷òî y � ïîëíûé

êâàäðàò.
10. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî îáà ÷èñëà: 3n + 1 è 4n + 1 � ïîëíûå

êâàäðàòû. Äîêàæèòå, ÷òî n äåëèòñÿ íà 56.
11. Öåëûå ÷èñëà x, y, n è óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó x2 − (n2 − 1)y2 = a, ãäå

0 < a ⩽ 2n+ 1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.
12. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà d, äëÿ êîòîðûõ ó óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ

x2 − dy2 = 1 åñòü ðåøåíèå (x, y) òàêîå, ÷òî x− y = d.
13. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ≡ 1 (mod 4) ó óðàâíåíèÿ

x2 − py2 = −1 åñòü ðåøåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
14. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà d, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû

P,Q ∈ R[x] òàêèå, ÷òî degP = d è (P (x))2 + 1 = (x2 + 1) (Q(x))2.


